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Nous donnons dans ce papier une nouvelle caracte risation des convoluteurs de
Schwartz pour un groupe de Lie nilpotent G d’alge bre de Lie g. Nous indiquons
ensuite une condition suffisante pour qu’une fonction . # C(g*) soit la transfor-
me e de Fourier d’un convoluteur et nous exprimons une condition plus pre cise dans
le cas du groupe de Heisenberg.  1997 Academic Press
We present a new characterization of Schwartz multipliers on a nilpotent Lie
group G with Lie algebra g. We use this characterization to give a sufficient condi-
tion for a function . # C(g*) to be the Fourier transform of a Schwartz multiplier
and we indicate a simpler condition in the case of the Heisenberg group.  1997
Academic Press
0. INTRODUCTION
Soit V un espace vectoriel re el de dimension finie et soit S(V) l’espace de
Schwartz des fonctions C a de croissance rapide sur V. Notons MS(V),
l’ensemble des endomorphismes continus E de S(V), ve rifiant
E(lx f )=lx(Ef ), \x # V, \f # S(V),
ou
lx f ( y)= f ( y&x), x, y # V.
A l’endomorphisme E, on associe une distribution tempe re e sur V, DE ,
de finie par
(DE , f )=Ef (0), f # S(V).
Il s’ensuit que
Ef (x)=l&xEf (0)=E(l&x f )(0)=(DE , lx f ) :=(D V f )(x),
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ou
f ( y)= f (&y), y # V.
Re ciproquement, si D # S*(V), alors
ED : f [ D V f
est une application de S*(V) dans l’espace des fonctions de classe C sur
V. Une question qui se pose: Quelle condition faut-il avoir sur la distribution
D pour que ED appartienne a MS(V)? La re ponse est donne e en termes de
la transforme e de Fourier. Pour f # S(V), la transforme e de Fourier de f, f ,
est de finie sur V*, l’espace dual de V par:
f (!)=|
V
f (x) e&2?i(!, x) dx, ! # V*.
L’application f [ f e tablie un isomorphisme entre S(V) et S(V*) et permet
de faire correspondre a une distribution tempe re e D sur V, l’e le ment D de
S*(V*), de fini par:
(D , f ) :=(D, f ) , f # S(V).
Schwartz [8] a montre que pour D # S*(V), ED appartient a MS(V) si et
seulement si D est une fonction de classe C sur V*, a croissance mode re e
ainsi que toutes ses de rive es. En outre, dans ce cas on a:
(D V f )7 (!)=D (!) f (!), \! # V*.
Soit maintenant G un groupe de Lie nilpotent, connexe, simplement
connexe d’alge bre de Lie g. Pour un tel groupe, l’application exponentielle
est un diffe omorphisme. Nous pouvons donc identifier le groupe G avec
son alge bre de Lie g et la multiplication de groupe sur G=g est alors
donne e par la loi de CampbellBakerHausdorff
X } Y=X+Y+ 12[X, Y]+
1
12[X, [X, Y]]+ } } } , X, Y # g, (0)
qui est en fait polynomiale ici, comme G est nilpotent. Remarquons que si
Z est dans le centre z de g, alors, pour tous X, Y dans g,
X } (Y+Z)=X } Y+Z.
L’espace de Schwartz S(G) peut e^tre de fini comme e tant l’image de S(g)
via l’application exponentielle. Notons S*(G) son espace dual, l’espace des
distributions tempe re es sur G.
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Soit f # S(G). Notons
lx f ( y)= f (x&1y), rx f ( y)= f ( yx) et f ( y)= f ( y&1), x, y # G.
Le produit de convolution a gauche (respectivement a droite) d’une dis-
tribution D # S*(G) par une fonction de Schwartz f est de fini par
D V f (x)=(D, lx f ) (respectivement f V D(x)=(D, rx&1 f ) ), x # G.
Alors si D est de fini par (D , f )=(D, f ) , f # S(G), on a que
(D V f )  = f V D . (1)
Pour f # S(G), la transforme e de Fourier de f, f , est de finie sur g*, espace
dual de g comme e tant la transforme e de Fourier euclidienne de f b exp.
Pour X # g, de finissons la distribution
(X, f ) =
d
dt
f (exp(tX)) | t=0 , f # C(G).
Alors LX ( f )( y) =
de f. X V f ( y)=(ddt)( f (exp(&tX)y) | t=0 et f V X( y)=
(ddt) f ( y exp(&tX)) | t=0 et LX est un ope rateur aux de rive es partielles a
coefficients polynomiaux sur G.
L’alge bre enveloppante U(g) est par de finition l’alge bre de convolution
des distributions, dont le support est re duit a l’e le ment neutre e ou a
l’ensemble vide. Elle est engendre e par la distribution de Dirac au point e
et les e le ments X de g. Soit B=[X1 , ..., Xn] une base de g. Pour un multi-
indice :=(:1 , ..., :n) # Nn, soit X:=X :11 V } } } V X
:n
n # U(g). Alors les X
:,
: # Nn, forment une base de U(g). La transformation de X [ &X de g se
prolonge en un antiautomorphisme U [ U de U(g). Pour f # C(G),
U, V # U(g), on a alors
(U V V V f )  = f V V V U . (2)
Introduisons une notion de degre dG sur l’espace des polyno^mes P(g) de
g adapte e a l’action de U(g). Pour cela conside rons la suite descendante
g0=g et gi=[gi&1, g], i=1, 2, ..., r.
Soient 0 un supple mentaire de g1 dans g et pour tout i=1, ..., r&1,
choisissons un sous-espace i de gi , supple mentaire de g i+1. Posons aussi
r=gr /z. On a alors,
g=0 1  } } } r&1 r . (3)
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Soient
X= :
r
i=0
Xi et Y= :
r
i=0
Yi ,
deux e le ments de g, tels que, pour tout i=0, ..., r, Xi et Yi sont dans  i ,
alors,
X } Y=X0+Y0+ :
r
i=1
Xi+Yi+Ci (X0 , ..., Xi&1 , Y0 , ..., Yi&1), (4)
ou Ci (X0 , ..., Xi&1 , Y0 , ..., Yi&1) appartient a i , i=1, ..., r et pour tous
i, j # [1, ..., r], i> j, Ci est un polyno^me de degre i& j en (Xj , Yj).
Dans la suite, on convient que pour i=0, C0=(X0 , ..., Xi&1 , Y0 , ...,
Yi&1)=0.
En vertu de (3), un e le ment ! de g* s’e crit sous la forme: !=(!0 , ..., !r)
avec !i # i*.
Pour tout j=0, ..., r, soient nj la dimension de j et :j=(:j, 1 , ..., :j, nj) # N
nj.
On note
X:jj =X
:j, 1
j, 1 } } } X
:j, nj
j, nj , Xj # j et !
:j
j =!
:j, 1
j, 1 } } } !
:j, nj
j, nj , !j #  j*,
ou Xj, k (respectivement !j, k) est la kie me composante de Xj (respectivement
de !j) dans une base Bj=[bj, k]k de  j choisie arbitrairement (respective-
ment dans sa base duale).
De finissons par re currence sur j=0, ..., r,
m0=1, mj= :
i< j
( j&i) } mi+1.
Pour un mono^me X:=X :00 } } } X
:r
r soit
dG(X :)=m0 |:0 |+ } } } mr |:r | (5)
et pour un polyno^me P=: c: X:, soit
dG(P)=max
c:{0
dG(X :). (6)
Alors pour P, Q # P(g) on a que dG(P } Q)=dG(P)+dG(Q). Si maintenant
X # g, ! #  j*, nous obtenons que
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X V !(Y)=
d
dt
!(&tX } Y) | t=0=! \ ddt (&tX } Y)+ } t=0
=&!(Xj)+! \ ddt C(&tX0 , ..., &tXj&1 , Y0 , ..., Yj&1) } t=0+
=&!(X)+Qj (X, Y0 , ..., Yj&1),
ou Qj est un polyno^me de degre  j en Y0 , j&1 en Y1 , ..., de degre 1 en
YJ&1. Donc dG(X V !)m0 } j+m1 } ( j&1)+ } } } +mj&1 } 1<mj=dG(!).
En faisant une re currence sur |:| nous voyons que
dG(X V !:)=dG(X V !;+$)=dG(X V !;!$+!;X V !$)
=max(dG(X V !;!$), dG(!;X V !$))
=max(dG(X V !;)+dG(!$), dG(!;)+dG(!$))
<max(dG(!;)+dG(!$), dG(!;)+dG(!$))
=max(dG(!;+$), dG(!;+$))=dG(!:),
comme LX est une de rivation. Ainsi, pour tout polyno^me P # P(g),
dG(X V P)<dG(P). (7)
Nous appelons dans la suite dG(P) le degre gradue de P.
0.1. De finition. Une distribution tempe re e D # S*(G) est dite un
convoluteur a gauche (respectivement a droite) si pour tout f # S(G), D V f
(respectivement f V D) appartient a S(G). Un convoluteur qui est a la fois
a gauche et a droite est dit un convoluteur bilate re ou simplement un
convoluteur.
Si D est un convoluteur a gauche, alors D est un convoluteur a droite
d’apre s (1).
Toute fonction de Schwartz f sur G nous donne un convoluteur Df :
(Df , g) =|
G
f (x) g(x) dx, g # S(G).
Alors
Df V g= f V g, g V Df= g V f.
En outre, toute distribution de G a support compact est un convoluteur.
Les convoluteurs a gauche (donc aussi a droite) sont caracte rise s
dans [1].
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0.2. Proposition. Une distribution tempe re e D sur G est un convoluteur
a gauche si et seulement s’il existe pour chaque k # N une famille finie
[uj , Uj]/L1(G) & L(G)_U(g) telle que G (1+&log(x)&
2)k |uj (x)|2 dx1
pour tout j ou log de signe l ’inverse de la fonction exponentielle et telle que
D V f=:
j
uj V Uj V f, f # S(G). (8)
Dans [4], on trouve une caracte risation des convoluteurs centraux; c’est-
a -dire, les convoluteurs D ve rifiant D V f= f V D, \f # S(G). Cette carac-
te risation a e te conjecture e par R. Howe [3]: Une distribution D # S*(G) est
un convoluteur central si et seulement si sa transforme e de Fourier D de finie
sur S(g*) par
(D , g)=(D, g^), g # S(g*),
ou
g^(exp X)=|
g*
g(!) e&2?i(!, X) d!, X # g,
est une fonction de classe C sur g* a croissance mode re e ainsi que toutes
ses de rive es.
La transforme e de Fourier d’une distribution du type Df , f # S(G), est
donne e par la fonction ( f b exp)7:
(D f , g)=|
g*
( f b exp)7 (!) g(!) d!, g # S(g*).
Soit [ fk]k une unite approche e de S(G). Si D est un convoluteur, alors
D V f= lim
k  
D V ( fk V f )= lim
k  
gk V f ou gk=D V fk # S(G).
Ceci nous dit que l’ensemble des convoluteurs D, dont la transforme e de
Fourier D est donne e par une fonction C, est fortement dense dans l’espace
de tous les convoluteurs. Remarquons aussi que la transforme e de Fourier
d’une distribution a support compact est une fonction analytique. Pourtant
la transforme e de Fourier au sens des distributions d’un convoluteur n’est
pas en ge ne ral une fonction. Nous traitons a la fin de ce papier un tel exemple.
Re ciproquement, si , est une fonction de classe C sur g*, quelle condi-
tion doit-elle ve rifier pour quelle soit la transforme e de Fourier au sens des
distributions d’un convoluteur? Nous exprimons dans ce cas une condition
suffisante et nous donnons une condition plus simple dans le cas du groupe
de Heisenberg.
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L’exemple du paragraphe 3 a e te sugge re par D. Mu ller. Les auteurs tien-
nent a le remercier.
1. LES CONVOLUTEURS
Donnons d’abord une nouvelle caracte risation des convoluteurs.
1.1. The ore me. Soit G un groupe de Lie connexe et simplement connexe
nilpotent. Une distribution tempe re e D sur G est un convoluteur, si et seulement
s’il existe une constante d>0 telle que pour tout polyno^me P sur G, il existe
une famille finie (Qj , Vj)/P(g)_U(g), telle que dG(Qj)d et telle que
|(D, Pf ) |:
j
&Qj } f V Vj&2 , f # S(G).
Preuve. Soit D # S*(G) un convoluteur. Alors, d’apre s 0.2, pour tout k # N,
D V f=:
j
uj V Uj V f, f # S(G),
pour certains e le ments Uj # U(g), uj # L2(G) avec G (1+&log(x)&
2)k
|uj (x)| 2 dx1. Donc
(D, Pf )=:
j
|
G
uj (x&1)(Pf ) V U j(x) dx
=:
j
:
:
|
G
uj (x&1) Pj, :(x) f V Vj, :(x) dx
(d’apre s la re gle de Leibnitz)
ou Pj, : # P(g) avec dG(Pj, :)dG(P) et ou Vj, : # U(g) avec deg (Vj, :)
deg (Uj) pour tout j, :. Donc si k est assez grand, Pj, : } u~ j # L2(G), d’apre s la
proprie te de uj relative a k, pour tout j, :, et donc la condition du the ore me
est ve rifie e avec Qj=1.
Re ciproquement, supposons que D # S*(G) satisfasse a la condition du
the ore me. Soit f # S(G). Pour montrer que D V f # S(G) il suffit de prouver que
P } (D V f ) V V est borne pour tout P polyno^me # P(g) et pour tout V # U(g).
Comme (D V f ) V V=D V ( f V V), nous pouvons admettre que V=1.
Or P } D V f (x)=P(x)(D, lx f )=(D, P(x) lx f ) , x # G. Comme
P(x) lx f ( y)=P(x) f ( y&1x)=P( y } y&1x) f ( y&1x)
=:
;
P;( y) Q;( y&1x) f ( y&1x)
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pour tout y # G, pour certains polyno^mes P; , Q; , nous voyons que
P } lx f =:
;
P; } lx((Q; f )t).
En outre nous avons que
|(D, P;lx((Q; f )t )) |:
j
&Q;, j } lx((Q; f )t) V V;, j&2 ,
ou dG(Qj, ;)d, pour certains V;, j # U(g). Ainsi
|P(x) DV f (x)|= }:; (P;D, lx((Q; f )
t)) } :;, j &Q;, j } lx((Q; f )
t)VV;, j&2
 :
;, j
&lx&1(Q;, j } (Q; f )t ) V V;, j&2|Q(x)|
ou Q est un polyno^me en x de degre n } dG(Q;, j)n } d, pour tout ;, j ou
n=dim G. Donc, |P(x) D V f (x)||Q(x)|, pour tout x # G et ainsi D V f est
a de croissance rapide. K
Nous allons maintenant indiquer une condition suffisante pour qu’une
fonction . # C(g) soit la transforme e de Fourier d’un convoluteur.
1.2. De finition. Soit sr=0, sr&1=1 et pour tout j de r&2 a 0,
sj=m0 } (r& j)+m1 } (r& j&1)+ } } } +mr& j&1 } 1+sj+1.
Pour :=(:0 , ..., :r) # Nn0_ } } } _Nnr, posons
& |:| &=s0 |:0 |+ } } } +sr&1 |:r&1 |.
1.3. Lemme. Soit B=[Xj, k] une base de g, telle que Xj, k # j pour tous
j, k. Soit j, k la de rive e partielle dans la direction Xj, k . Alors,
j, k=LXj, k+:
k$
P( j, k), j+1, k$LXj+1, k$+ } } } +:
k$
P( j, k), r, k$LXr, k$ ,
ou P( j, k), l, k$ est un polyno^me de degre gradue sj pour tout l> j.
Preuve. En effet, pour tout f # C(G), y # G,
LXj, k f ( y)=j, k f ( y)+ :
l> j, k$
l, k$ f ( y) }
d
dt
Cl, k$(&tXj, k , y) | t=0.
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ou Cl, k$(&tXj, k , y)=(Cl (&tXj, k , y), Xl, k$), Cl e tant de finie par (4). Donc
j, k f ( y)=LXj, k f ( y)& :
l> j, k$
l, k$ f ( y) P$l, k$( y)
ou P$l, k$ est un polyno^me de degre l& j en Y0 , l& j&1 en Y1 , ..., 1 en
Yl& j&1, donc
dG(P$l, k$)m0 } (l& j)+m1 } (l& j&1)+ } } } +ml& j&1 } 1.
En utilisant une hypothe se de re currence sur j, nous voyons que
j, k=LXj, k+ :
l> j, k$
Pl, k$LXl, k$ ,
ou
dG (Pl, k$) max
l">l $, k", l $$$>l", k"
dG (P$l, k$ } P(l", k") l $$$, k$$$)dG (P$l, k$)+s j+1)sj . K
1.4. Corollaire. Soit : # Nn0_ } } } _Nnr. Alors
:f = :
|;||:|
P;(U; V f )= :
|;||:|
P$;( f V U$;), f # S(G),
ou U; , U$; # U(g) de degre |:| et ou P; , P$; sont des polyno^mes de degre
dG(P;)& |:| &.
Preuve. Faisons une re currence sur |:|. Si |:|=1, on applique le lemme
pre ce dent. Supposons |:|>1. Alors :=j, k b :$ pour un |:$|=|:|&1 et un
j # [0, ..., r], k # [1, ..., nj]. Donc
:=j, k b\ :
|;||:$|
P;U;+
(avec dG(P;)& |:$| & et deg (U;)|:$| )
=\LXj, k+ :l> j, k$ Pl, k$LXl, k$+ b\ :|;||:$| P;U;+
= :
l j, k$
:
|;||:$|
Pl, k$(LXl, k$ b (P;U;))
= :
l j, k$
:
|;||:$|
(Pl, k$P;(LXl, k$ b U;)+Pl, k$(Xl, k$ V P;) U;)
= :
l j, k$
:
|;||:$|
P$;U$; ,
ou dG(P$;)& |:$| &+sj=& |:| & et deg (U$;)|:$|+1=|:|. K
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1.5. De finition. Soit s=(s0 , ..., sr) de fini dans 1.2 et notons C s (g*)
l’espace vectoriel de toutes les fonctions C complexes . a croissance
mode re e de finies sur g*, telles qu’il existe k # N et pour tout multi-indice
: # Nn0_ } } } _Nnr, il existe ;=(;0 , ..., ;r) # Nr+1 et une constante C>0, tels
que
|$+:.(!)|C(1+&!0&2);02 } } } (1+&!r&2);r2 } ((1+&!&)2)k, ! # g*
pour tout $ # Nn0_ } } } _Nnr, tel que
dG(X$)=m0 |$0 |+ } } } +mr |$r |s0;0+ } } } +sr&1;r&1=: & |;| &.
1.6. The ore me. Toute fonction . # Cs (g*) est la transforme e de Fourier
d ’un convoluteur bilate re D. de S(G).
Preuve. Montrons que pour tout : # Nn0_ } } } _Nnr,
|(D. , X:f ) |:
j
&Qj } f V Vj&2 , f # S(G),
pour certains Qj # P(g), de degre d pour un certain d et Vj # U(g). Or
(D. , X:f )=|
g*
.(!) :f (!) d!
=(&1)|:| |
g*
:.(!) f (!) d!
=(&1)|:| |
g*
:.(!)
>rj=0 (1+&!j&
2)[;j2]+kj
_ ‘
r
j=0
(1+&!j&2)[;j 2]+kj f (!) d!
\ou _;j2 &=partie entie re de
;j
2
et ou kj=nj+r+1+
=(&1)|:| |
g*
:.(!)
>rj=0 (1+&!j&
2)[;j2]+kj
_\‘
r
j=0
(1&2j )
[;j2]+kj f+
7
(!) d!
ou 2j de signe le laplacien k 
2
j, k de j . D’apre s 1.4, nous pouvons e crire
>rj=0 (1&
2
j )
[;j2]+kj f sous la forme j Pj } (>rj=0 (1&
2
j )
kj f ) V Vj , ou
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les Pj sont des polyno^mes de degre dGr&1j=0 sj } 2[;j2]
r&1
j=0 sj } ;j=
& |;| &. La fonction .; de finie sur G par
.;(x)=\ 
:.
>rj=0 (1+& }&
2)[;j 2]+kj+
7
(x)
est dans L2(G) ainsi que X$ } .; , pour tout $, tel que
dG(X$)=m0 |$0 |+ } } } +mr |$r |& |;| &,
du fait que . # Cs (g*). Donc, pour tout j, la fonction Pj } .; # L
2(G) et
ainsi nous obtenons l’estimation suivante
|(D. , X:f ) |:
j
cj &((1&2j )
kj f ) V Vj&2 ,
pour certaines constantes cj . Finalement
|(D. , X:f ) |:
j
&Qj } f V V$j&2 ,
pour certains V$j # U(g), Qj # P(g), avec dG(Qj)r&1i=0 si } (kj). K
1.7. Exemples. (1) Toute fonction ., qui est C sur g* et qui est telle
que
|$.(x)|C$(1+&!&2)k, ! # g*,
pour tout $, pour une certaine constante C$ , est contenue dans C s (g*).
(2) Soit
.(!)=ei >
r&1
j=0 (1+&!j&
2)1tj+12, ! # g*.
ou les tj sont des constantes. Alors
|$0+:00 b } } } b 
$r&1+:r&1
r&1 .(!)|C$, : ‘
r&1
j=0
(1+&!j&2)($j+:j)tj, ! # g*.
Prenons pour tout j un ;j=m=maxk |:k |. Alors, si tj1+((k sk)mj) et
pour $ tel que j mj |$j |j sj;j=(j sj) m, on a
|$j+:j |
tj

(|$j |+m) } mj
mj+k sk

(k sk) m+mj } m
mj+k sk
=m=;j .
Ainsi, pour de tels tj , notre fonction . est dans C s (g*).
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2. LE GROUPE DE HEISENBERG
Le groupe de Heisenberg Hn est le groupe d’e le ments (x, y, z) #
Rn_Rn_R muni d’une loi de multiplication de finie par
(x1 , y1 , z1) } (x2 , y2 , z2)
=(x1+x2 , y1+ y2 , z1+z2+ 12[(x1 , y2)&(x2 , y1)])
ou ( , ) est le produit scalaire usuel sur Rn.
On peut re aliser Hn comme e tant l’ensemble des matrices carre es d’ordre
n+2 de la forme
1 x z y1
\0 In yt+ ou x=(x1 , ..., xn) et yt=\ b + .0 0 1 yn
Son alge bre de Lie hn est engendre e par les e le ments X1 , ..., Xn , Y1 , ..., Yn , Z
avec
[Xi , Yj]=$ijZ.
(Les autres crochets sont ou bien nuls ou bien donne s par une antisyme trie
ou une line arite ).
Pour plus de de tails concernant ce groupe, nous envoyons le lecteur a [2],
[6] et [7]. On sait aussi que tout groupe de Lie nilpotent de pas deux et
dont le centre est de dimension un est de type Heisenberg ([4]).
Soient . # L2(hn*) et D. la distribution tempe re e de Hn de finie par
(D. , f )=(., f ) \f # S(Hn)
ou f est la transforme e de Fourier de f :
f (!)=|
hn
f (exp(X)) e&2?i(!, X) dX, ! # hn*.
Soit x un e le ment de Hn . Alors,
D. V f (x)=(D. , lx f )=(., (lx f )7)=|
h*n
.(!)(lx f )7 (!) d!.
Dans la suite, nous identifions hn et Hn a R2n+1, x=(x1 , x2 , t) (respective-
ment y=( y1 , y2 , s)) de signera un e le ment de Hn et !=(!1 , !2 , *) de signera
un e le ment de hn*.
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On a:
D. V f (x)=|
R2n+1_R2n+1
.(!)(lx f )( y) e&2?i(!, y) dy d!
=|
R2n+1_R2n+1
.(!) f ( y) e&2?i(!, x } y) dy d!
=|
R2n+1_R2n+1
.(!) f ( y)
_e&2?i[(!1 , x1+ y1)+(!2 , x2+ y2)+*(s+t+12((x1 , y2)&(x2 , y1) ))] dy d!
=|
R2n+1
.(!) \|R2n+1 f ( y)
_e&2?i((y1 , !1&12*x2)+(y2 , !2+12*x1+*s) dy+ e&2?i(!, x) d!.
On en de duit alors que
D. V f (x)=|
R2n+1
.(!)7 f (!1& 12*x2 , !2+
1
2*x1 , *) e
&2?i(!, x) d!
=|
R2n+1
.(!1+ 12*x2 , !2&
1
2*x1 , *) ( f )
7 (!) e&2?i(!, x) d!.
Soit k # N et notons C , ks hn*), l’ensemble des fonctions . appartenant a
C(hn*) et ve rifiant la condition (C$) suivante:
Pour tout multi-indice :=(:1 , :2 , :3) # Nn_Nn_N, il existe (q1 , q2 , q3) # N3,
q1 + q2<|:1 + :2 | et une constante positive C tels que pour tout
!=(!1 , !2 , *) # hn*,
|:.(!)|C(1+&!&2)k (1+&!1 &2)q12 (1+&!2&2)q22 (1+*2)q32.
Dans la suite, nous supposons que n=1. Le calcul est analogue pour les
dimensions supe rieures.
2.1. Lemme. Pour tout e le ment . de C , 0s (h1*), pour toute fonction f
dans S(H1), et pour tout multi-indice :, la fonction (D:. V f ) est borne e.
Preuve. Nous raisonnons par re currence sur |:|. Comme . est borne e,
D. V f l’est aussi.
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Soit :=(i, j, l ) # N3. Il existe alors q # N tel que
.:, q=
:.
(1+!21)
(i&1)2 (1+!22)
( j&1)2 (1+*2)q
appartienne a C , 0s (h1*).
Soient x appartenant a H1 et f dans S(H1). Alors,
(D:. V f )(x)=|
R3
:. \\!1+*2 x2 , !2&
*
2
x1 , *+ f +
7
(!) e&2?i(!, x) d!
=|
R3
.:, q \!1+*2 x2 , !2&
*
2
x1 , *+\1+\!1+*2 x2 +
2
+
(i&1)2
_\1+\!2&*2 x1+
2
+
( j&1)2
(1+*2)q ( f )7 (!) e&2?i(!, x) d!.
Pour montrer que D:. V f est borne e pour toute fonction f dans S(H1), il
suffit de montrer que
Bi $, j $(x)=|
R3
.:, q \!1+*2 x2 , !2&
*
2
x1 , *+ xi $2 x j $1 ( f )7 (!) e&2?i(!, x) d!
est borne e pour tout i $i&1, j $ j&1. Or
Bi $, j $(x)= :
p+k=i $
m+n= j $
C p, k:, m, n |
R3
m!1 
p
!2 .:, q \!1+*2 x2 , !2&
*
2
x1 , *+
_n!1 
k
!2( f )
7 (!) e&2?i(!, x) d!.
Comme .:, q # C , 0s (h1*), on a d’apre s l’hypothe se de re currence, que pour
toute fonction f # S(H1), la fonction,
Dm!1
p
!2
.:, q V f
est borne e pour tout (m, p) # N2, m j&1, ni&1. Ce qui prouve que
Bi $, j $ est borne e. Par suite, D:. V f est borne e. K
2.2. The ore me. Pour tout entier k, pour toute fonction . appartenant a
C, 0s (h1*), la distribution D. est un convoluteur pour S(H1).
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Preuve. Supposons que k=0. Soient . # C , 0s (h1*) et f # S(H1). Alors,
pour tout x=(x1 , x2 , t) # H1 , pour tout : # N3, U # U(h1),
x:(D. V f V U)(x)= :
#, &
|
R3
D#.(!1+ 12*x2 , !2&
1
2*x1 , *) f &(!) e
&2?i(!, x) d!
ou les fonctions f& sont dans S(H1).
Comme pour tout ; # N3, pour tout f # S(H1), D;. V f est borne e, on en
de duit que D. V f est dans S(H1).
Supposons que k>0 et soit . un e le ment de C , ks (h1*). Alors, la fonction
.k=
.
(1+&!&2)k
appartient a C , 0s (h1*). Par conse quent,
D.k V f # S(H1), \f # S(H1).
Soit x # H1 . On a:
D. V f (x)=|
R3
.k (!1+ 12 *x2 , !2&
1
2 *x1 , *)
_(1+&(!1+ 12 *x2 , !2&
1
2*x1 , *)&
2)k f (!) e&2?i(!, x) d!
= :
|:| , |;| 4k
c:, ;x: |
R3
.(!1+ 12 *x2 , !2&
1
2*x1 , *)
_f ;(!) e&2?i(!, x) d!.
Comme .k est dans C , 0s (h1*), D.k V f; est dans S(H1) et par suite D. V f
l’est aussi. Ainsi D. est bien un convoluteur a gauche. Un calcul analogue
montre que D. est aussi un convoluteur a droite. K
2.3. Exemple. Soit . la fonction de finie sur h1* par
.(!)=ei &!&2, !=(!1 , !2 , *) # R3.
Il est clair que . est une fonction de classe C sur h1* et a croissance
mode re e ainsi que toutes ses de rive es. Cependant, elle ne ve rifie pas la
condition (C$) du the ore me pre ce dent. Nous allons montrer qu’elle ne
de finit pas un convoluteur pour S(H1). En effet, supposons que . de finisse
un convoluteur D. et soient f # S(H1) et X(x1 , x2 , t) # H1 . Alors,
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D. V f (X)
=|
R3
|
R3
.(!) f (Y) e&i(!, X } Y) dY d!
=|
R3
. \!1&*2 x2 , !2+
*
2
x1 , *+ f (!1 , !2 , *) e&i(!1x1+!2x2+*d ) d!1 d!2 d*
=|
R3
ei[(!1&(*2) x2)2+(!2+(*2) x1)2+*2] f (!1 , !2 , *) e&i(!1x1+!2x2+*t) d!1 d!2 d*
=|
R3
ei(*24)(x
2
1+x
2
2)ei &!&2ei*(!2x1&!1x2) f (!1 , !2 , *) e&i(!1x1+!2x2+*t) d!1 d!2 d*
=|
R
ei(*24)(x
2
1+x
2
2)
__|R2 ei &!&
2 f (!1 , !2 , *) e&i*(!1(x1+x2)+!2(x2&x1)) d!1 d!2& e&i*t d*
=|
R
ei(*24)(x
2
1+x
2
2)[ei &!&2 f ]7 1, 2 (*(x1+x2), *(x2&x1), *) e&i*t d*.
Soit f appartenant a S(H1) telle que
f (!)=e&i &!&2e&? &!&2, ! # h1* .
Alors,
[ei &!&2 f ]7 1, 2 (X)=e&? &X&2
et
[ei &!&2 f ]7 1, 2 (*(x1+x2), *(x2&x1), *)=e&?*
2[2x21+2x
2
2+1].
On a donc
(D. V f )7 3 (x1 , x2 , 0)=|
R
(D. V f )(x1 , x2 , t) dt
=|
R2
ei(*24)(x
2
1+x
2
2)e&?*2[2x
2
1+2x
2
2]+1e&i*t d* dt
=1.
Par suite, D. V f n’est pas dans S(H1).
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3. UN CONVOLUTEUR QUI N’EST PAS DONNE
PAR UNE FONCTION
Nous avons vu dans les paragraphes pre ce dents des exemples de con-
voluteurs de Schwartz qui sont de finis par des fonctions. La question qu’on
se pose est la suivante: Est-ce que, comme dans le cas abe lien, tout con-
voluteur d ’un groupe de Lie nilpotent est de termine par une fonction?
La re ponse est ne gative comme on va le voir dans l’exemple suivant
sugge re par D. Mu ller.
Conside rons le groupe de Heisenberg H1 muni de la structure de finie
dans le paragraphe pre ce dent. Soit . une fonction de finie sur R, de classe
C, a support compact et nulle sur un voisinage de ze ro. Soit T la distribu-
tion tempe re e sur H1 , de finie par
(T, f ) :=|
R
f (0, 0, *) .(*) d*, f # S(H1).
Alors, T est un convoluteur pour S(H1). En effet, soient X=(x1 , x2 , t) # H1
et f # S(H1). On a
T V f (X)=(T, lX f )=|
R
(lX f )7 (0, 0, *) .(*) d*
=|
R
|
H1
f (X &1 } Y) e&i( (0, 0, *), Y).(*) dY d*
=|
R
|
H1
f (Y) e&i( (0, 0, *), X } Y).(*) dY d*.
Le groupe H1 s’identifie a R3. On a donc
T V f (X)
=|
R
|
R3
f ( y1 , y2 , s) e&i*(s+t+(12) x2 y2&(12) x2 y1).(*) dy1 dy2 ds d*
=|
R
|
R3
f ( y1 , y2 , s) ei(*2) x2 y1 dy1 e&i(*2) x1 y2 dy2 e&i*s ds .(*) e&i*t d*
=|
R
f \&*2 x2 ,
*
2
x1 , *+ .(*) e&i*t d*.
Il est clair alors que,
T V f # S(H1), \f # S(H1).
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Ce qui prouve que T est un convoluteur a gauche. Un calcul analogue
montre que T est aussi un convoluteur a droite.
Soient f1 # S(R2) telle que f 1(0, 0)=1 et f2 # S(R). Posons: f =f1  f2 .
On a donc:
(T, f )=|
R
f 2(*) .(*) d*.
Supposons que T soit de fini par une fonction , alors
(T, f )=(, f ) =|
R _|R2 (!1 , !2 , *) f 1(!1 , !2) d!1 d!2 & f 2(*) d*.
En identifiant ces deux e galite s, il vient que
.(*)=|
R2
(!1 , !2 , *) f 1(!1 , !2) d!1 d!2 , \f1 # S(R2).
Donc
\(!1 , !2 , *) # R3, (!1 , !2 , *)=.(*).
On en de duit que:
.(*)=.(*) |
R2
f1(!1 , !2) d!1 d!2 , \* # R, \f1 # S(R2).
Par conse quent, la fonction . est identiquement nulle sur R.
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